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Resumen. En el presente art´ıculo se investiga la preservacio´n por co-
cientes y fracciones de los D−anillos, U−anillos y Y −anillos. Adema´s
se hacen algunas observaciones sobre su dimensio´n y se muestra que estas
clases de anillos son no vac´ıas, presentando ejemplos de ellos.
Abstract. This paper studies the preservation under the formation of
quotients and ring of fractions of the structures of D − rings, U − rings
and Y − rings. Moreover, some observations about their dimension are
made and their existence is verified by showing examples of them.
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1. Introduccio´n
La topolog´ıa brinda aportes importantes a la teor´ıa de anillos desde muchos
puntos de vista. Uno de ellos consiste en dotar al conjunto de
ideales primos del anillo con la topolog´ıa de Zariski, con esto se consigue un
funtor contravariante de la categor´ıa de los anillos conmutativos unitarios a la
categor´ıa de los espacios topolo´gicos [1]. De esta manera se consiguen caracteri-
zar anillos cuyo espectro cumple ciertas propiedades topolo´gicas [5], [8], [10],
entre ellas conexidad, separacio´n, normalidad, etc. El estudio de los axiomas
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de separacio´n entre T0 y T1 conduce a los D−anillos, U −anillos, m−anillos
y Y − anillos [3], que sera´n los objetos de estudio del presente art´ıculo.
El objetivo central es presentar algunas propiedades y caracter´ısticas de estos
anillos y mostrar el camino que podr´ıa seguirse en futuros trabajos de investi-
gacio´n sobre el tema.
2. Preliminares
En este numeral se muestran algunas definiciones de topolog´ıa y a´lgebra con-
mutativa, que sera´n u´tiles para la comprensio´n de este art´ıculo. Se asume que
todos los anillos son conmutativos unitarios y con Spec(R) se denotara´ el con-
junto de ideales primos del anillo R, dotado con la topolog´ıa de Zariski.
Definicio´n 2.1. Sea R un anillo conmutativo unitario. Un subconjunto A de
ideales propios de R se llama comaximal, si para todos P,Q ∈ A, no relaciona-
dos por contenencia, se tiene P +Q = R (es decir P,Q son comaximales).
La siguiente proposicio´n sera´ utilizada en varias ocasiones en este trabajo. Su
demostracio´n puede ser consultada en [16].
Proposicio´n 2.2. Si X es un conjunto finito parcialmente ordenado, entonces
existe un anillo A tal que Spec(A) yX son isomorfos como conjuntos ordenados.
La siguiente definicio´n se refiere a las propiedades topolo´gicas que dan origen
a los anillos que se estudian en este art´ıculo. Un estudio bastante completo de
estos axiomas se encuentra en [2].
Definicio´n 2.3. Un espacio topolo´gico (X, τ) se llama:
(a) TUD si para todo x ∈ X, {x}′ (el conjunto de puntos de acumulacio´n de
{x}) es unio´n de cerrados disyuntos.
(b) TD si para todo x ∈ X, {x}′ es cerrado.
(c) TY si para todo x, y ∈ X, x 6= y, se tiene que {x} ∩ {y} es degenerado, esto
es, vac´ıo o´ unitario.
(d) TY S si para todo x, y ∈ X, x 6= y, se tiene que {x} ∩ {y} es ∅ o´ es {x} o´ es
{y}.
No´tese que TD =⇒ TUD y TY S =⇒ TY .
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3. Algunas Clases Especiales de Anillos
En este numeral se definen losD−anillos, U−anillos, m−anillos y Y −anillos
y se muestran algunos ejemplos de ellos. Mencionaremos sin demostracio´n la
relacio´n entre estos anillos y los axiomas de separacio´n entre T0 y T1. Las
demostraciones formales pueden consultarse en [3].
Para empezar es importante mencionar que el espectro de todo anillo conmu-
tativo unitario es T0 y los anillos cuyo espectro es T1 (y T2) son aquellos donde
primos y maximales coinciden [1]. Esto significa que esta propiedad es muy
fuerte, pues esta clase de anillos es muy pequen˜a. Como se vera´ a continuacio´n,
estudiar los axiomas entre T0 y T1 permite definir las clases de anillos objeto
de este art´ıculo.
Definicio´n 3.1. Un anillo conmutativo unitario R se llamara´ D − anillo si
para todo primo P no maximal, la interseccio´n de los primos que lo contienen
estrictamente es distinta de P .
Estos anillos son los que caracterizan la propiedad que Spec(R) sea TD. Es claro
que los anillos donde primos y maximales coinciden y los anillos semilocales
de dimensio´n uno son D − anillos. El anillo Z y todo anillo de Jacobson de
dimensio´n mayor o´ igual que 1 no son D − anillos.
Un espacio topolo´gico es de Alexandrov si toda unio´n arbitraria de cerrados
es cerrado. Como en un espacio topolo´gico T0, el conjunto de puntos de acu-
mulacio´n de un conjunto unitario es unio´n de cerrados, se tiene que si Spec(R)
es de Alexandrov, entonces Spec(R) es TD, esto quiere decir que la clase de
anillos cuyo espectro es de Alexandrov, es una subclase de los D − anillos.
Definicio´n 3.2. Sea R un anillo conmutativo unitario, sean P,Q ideales maxi-
males distintos de R,
M(P,Q) := {I ∈ Spec(R) | I es minimal, I ⊆ P e I ⊆ Q} .
Definicio´n 3.3. Un anillo conmutativo unitario R se llamara´ Y − anillo si
para todo P,Q ideales maximales distintos de R, M(P,Q) es degenerado.
Estos anillos son los que caracterizan la propiedad que Spec(R) sea TY (con
dimR ≤ 1). Obse´rvese que esta clase de anillos contiene dos subclases: los
llamados pm− anillos, que son anillos donde cada ideal primo esta´ contenido
en un u´nico maximal y losm−anillos que son los que caracterizan la propiedad
que Spec(R) sea TY S (con dimR ≤ 1) y que a continuacio´n se definen.
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Definicio´n 3.4. Un anillo conmutativo unitario R se llama m− anillo si todo
ideal primo contiene un u´nico primo minimal.
Los pm−anillos ya han sido estudiados en [8] y ejemplos de ellos se encuentran
en la teor´ıa de anillos de funciones [12], adema´s se pueden construir anillos con
esta propiedad mediante la Proposicio´n 2.2. Los m − anillos no aparecen
referenciados en la literatura consultada, sin embargo en [14] se prueba que
dado un anillo R, existe un anillo T cuyo espectro tiene el orden inverso del
espectro de R.
La clase de Y − anillos es amplia pues todos los dominios de integridad, los
anillos locales y los anillos donde primos y maximales coinciden pertenecen a
ella. Por otra parte, por la Proposicio´n 2.2 existen anillos con espectro finito,
los cuales no son Y − anillos.
Definicio´n 3.5. Un anillo conmutativo unitario R se llama U − anillo si para
todo P ∈ Spec(R) no maximal, {P}′ es comaximal.
Aunque estos anillos no caracterizan la propiedad que Spec(R) sea TUD, su
espectro es TUD siempre y cuando la profundidad de cada primo sea finita.
Es claro que los anillos donde primos y maximales coinciden, los anillos de
dimensio´n 1 y los dominios de valuacio´n son U − anillos. Por la Proposicio´n
2.2 existen U − anillos de cualquier dimensio´n finita, adema´s si Spec(R) es un
a´rbol como conjunto ordenado, entonces R es un U − anillo. En [16] se prueba
que existen dominios de Pru¨fer y de Be´zout cuyo espectro es un a´rbol.
Obse´rvese que si para todo P ∈ Spec(R), {P}′ tiene minimales (por ejemplo
anillos de dimensio´n finita o´ anillos donde cada primo tiene profundidad finita),
para que sea U − anillo so´lo se requiere que cada par de estos sea comaximal.
No´tese que en la caracterizacio´n de los espacios TD y por ende los TUD, se
involucran propiedades algebraicas del anillo, mientras que en los dema´s son
propiedades de Spec(R) como conjunto ordenado.
4. Algunas Nociones Algebraicas
En este numeral se determina si las nociones de D − anillos, U − anillos y
Y − anillos se preservan bajo la formacio´n de cocientes y anillos de fracciones.
Adema´s se hacen algunas observaciones sobre la dimensio´n de dichos anillos y
se presentan algunos resultados sobre el espectro.
En primer lugar se muestra una caracterizacio´n topolo´gica de los
D − anillos, cuando el anillo subyacente es local.
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Proposicio´n 4.1. Si R es local, entonces R es D−anillo, si y so´lo si, Spec(R)
es TUD.
Demostracio´n.
=⇒: Si R es D − anillo, entonces Spec(R) es TD, luego es TUD.
⇐=: Si R no es D − anillo, entonces existe P ∈ Spec(R) no maximal, tal que
{P}′ no es cerrado. Como Spec(R) es TUD, {P}′ =
⋃
i∈I V (Ei), con V (Ei) ∩
V (Ej) = ∅, para i 6= j. Como R es local, sea M el maximal de R, entonces
M ∈ V (Ei) para todo i ∈ I, luego V (Ei) ∩ V (Ej) 6= ∅ para todo i 6= j, lo cual
el falso. 
En la siguiente proposicio´n se muestra que la clase de D − anillos es amplia,
pues dentro de ella se encuentran todos los anillos que tienen espectro finito.
Proposicio´n 4.2. Si Spec(R) es finito, entonces R es un D − anillo.
Demostracio´n. Sea P ∈ Spec(R) no maximal, entonces
C = {Q ∈ Spec(R) | P $ Q} es finito, es decir, C = {Q1, Q2, ... , Qr}. Si
P =
⋂r
i=1Qi, entonces P = Qi para algu´n i ∈ {1, ..., r}, lo cual es falso. Por lo
tanto, P 6= ⋂ri=1Qi y entonces R es un D − anillo. 
La existencia de anillos cuyo espectro es finito esta´ garantizada por la Proposi-
cio´n 2.2 teniendo en cuenta los anillos de enteros mo´dulo n, Zn. Otro ejemplo
particular es el siguiente [21]: en el anillo de los enteros Gaussianos Z[i], el
subconjunto S = {x ∈ Z | 5 - x} es un sistema multiplicativo y el anillo de
fracciones RS−1 tiene tres ideales primos, de hecho
Spec(RS−1) = {〈0〉S−1, 〈2 + i〉S−1, 〈2− i〉S−1}.
Los cocientes y anillos de fracciones de D − anillos son tambie´n D − anillos,
como se muestra en las siguientes proposiciones.
Proposicio´n 4.3. Si R es un D− anillo e I es ideal de R, entonces R/I es un
D − anillo.
Demostracio´n. Si existe un ideal primo MI no maximal en R/I, tal que
M
I =⋂
P
I con
P
I ∈ Spec(R/I) y MI $ PI , entonces como
⋂
P
I =
∩P
I con P ∈ Spec(R)
yM $ P, se tiene MI =
∩P
I y esto implicaM =
⋂
P con P ∈ Spec(R) yM $ P,
lo cual es falso, ya que R es un D − anillo. 
Corolario 4.4. Toda imagen homomo´rfica de un D− anillo es un D− anillo.
Proposicio´n 4.5. Si R es D − anillo y S es un sistema multiplicativo de R,
entonces RS−1 es D − anillo.
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Demostracio´n. Los ideales primos de RS−1 son de la forma IS−1, I ideal
primo de R con I ∩ S = ∅. Si existe un ideal primo MS−1 no maximal en
RS−1, tal que MS−1 =
⋂
PS−1 con PS−1 ∈ Spec(RS−1) y MS−1 $ PS−1,
entonces como R es D− anillo se tendr´ıa M $ ⋂P con P ∈ Spec(R), M $ P
y P ∩S = ∅, luego MS−1 $ (⋂P )S−1 ⊆ ⋂(PS−1), es decir MS−1 6= ⋂PS−1,
lo cual es falso. 
Por las Proposiciones 2.2 y 4.2 existen D − anillos de cualquier dimensio´n
finita, sin embargo, desconocemos la existencia de D − anillos de dimensio´n
infinita o´ de espectro infinito (salvo en casos de anillos de dimensio´n cero).
Al igual que los D − anillos, los U − anillos se comportan bien por cocientes
y anillos de fracciones, como se muestra en las siguientes proposiciones.
Proposicio´n 4.6. Si R es un U − anillo e I es ideal de R, entonces R/I es un
U − anillo.
Demostracio´n. Sea PI ∈ Spec(R/I), no maximal y sean MI , QI ideales primos
no relacionados que contienen estrictamente a PI . Entonces M,Q son ideales
primos no relacionados que contienen estrictamente a P, luego M + Q = R,
entonces, MI +
Q
I = R/I y esto implica que R/I es U − anillo. 
Corolario 4.7. Toda imagen homomo´rfica de un U − anillo es un U − anillo.
Proposicio´n 4.8. Si R es un U − anillo y S es un sistema multiplicativo de
R, entonces RS−1 es un U − anillo.
Demostracio´n. Sea PS−1 ∈ Spec(RS−1), no maximal y sean MS−1, QS−1
ideales primos no relacionados que contienen estrictamente a PS−1. Entonces
M,Q son ideales primos no relacionados que contienen estrictamente a P, luego
M +Q = R, entonces, MS−1 +QS−1 = RS−1 y esto implica que RS−1 es un
U − anillo. 
Por la Proposicio´n 2.2 y teniendo en cuenta que todo dominio de valuacio´n es
un U−anillo, existen U−anillos de dimensio´n infinita y de cualquier dimensio´n
finita.
Es claro que si I es un ideal primo del anillo R, entonces R/I es un Y −anillo,
ya que R/I es un dominio de integridad. Ahora, ser dominio de integridad o ser
anillo local son propiedades que se preservan bajo ima´genes homomo´rficas, sin
embargo cuando se trata de Y − anillos esta propiedad no se preserva, como
se muestra a continuacio´n.
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Ejemplo 4.9. Por la Proposicio´n 2.2 existe un anillo R, cuyo espectro es
isomorfo al diagrama de la Figura 1, adema´s por la Proposicio´n 4.2, este anillo
es un D − anillo y directamente se observa que tambie´n es un Y − anillo.
Entonces Spec(R) = {Q0, Q1, Q2, Q3, Q4} y sea I =
⋂4
i=1Qi. Por ser R un
D − anillo, se tiene que I 6= Q0. Conside´rese el anillo cociente R/I. Como los
ideales primos de R/I son los cocientes de los primos que contienen a I, se
tiene que Spec(R/I) = {Q1I , Q2I , Q3I , Q4I } que no es Y − anillo.
Por la Proposicio´n 2.2 y teniendo en cuenta que todo dominio de integridad es
un Y −anillo, existen Y −anillos de dimensio´n infinita y de cualquier dimensio´n
finita.
Figura 1
5. Observaciones finales
Adema´s de las nociones algebraicas de formacio´n de cocientes y de anillos de
fracciones en las clases de los D−anillos, U −anillos y Y −anillos estudiadas
en este trabajo, se podr´ıa considerar la formacio´n de anillos productos, anillos
de polinomios, anillos de series formales y extensiones de anillos, nociones que
podr´ıan dar origen a resultados interesantes.
Actualmente se esta´ desarrollando la teor´ıa del espectro primo sobre un mo´dulo
[4], [6], [7], [18], teor´ıa que generaliza la del espectro primo de un anillo. Un
estudio similar al realizado en [3] podr´ıa dar origen a mo´dulos con propiedades
especiales, lo cual ser´ıa una continuacio´n del presente trabajo.
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